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摘 要：在系统生物学的研究中，由于所研究问题的复杂性和多尺度性，经常会遇到刚性方程的求解 . 而近年

来，神经网络和深度学习的发展为上述问题提供了新的解决思路和方法 . 本研究以经典的 Belousov-Zhabotinsky 

（B-Z） 反应和Van der Pol（VdP）方程为例，对四类非时序神经网络，包括全连接网络、残差网络、改进的残差网

络和深度混合卷积网络，以及三类时序神经网络，包括循环神经网络（RNN）、长短时记忆网络（LSTM）、注意力

机制进行了系统比较 . 实验结果表明：时序神经网络应用于刚性问题的求解精度和计算时间都大幅优于非时序神

经网络，而四类非时序神经网络之间的表现并无显著差异 . 此外还将常微分神经网络（ODE-Net）应用于上述刚性

问题，并观察到在极短的计算时间内，该方法能够达到极高的精度 . 本研究为应用神经网络解决系统生物学中各

类刚性问题提供了参考和指导 . 
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On solving stiff differential equations in system biology with neural networks
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Abstract： Stiff differential equations are very common in system biology， due to the intrinsic 

complexity and multi-scaling nature of the systems under study. In recent years， a variety of neural-

network-based methods suitable for solving stiff differential equations have been proposed. In this 

study， the performance of four non-temporal neural networks， including fully connected networks， 

residual networks， improved residual networks， and deep mixed convolutional networks， as well as 

other three temporal neural networks， including recurrent neural networks（RNN）， long short-term 

memory networks（LSTM）， and attention mechanisms， are compared systematically with respect to 

the stiff Belousov-Zhabotinsky（B-Z） reaction and Van der Pol（VdP） equations. Extensive numerical 

results indicate that for solving stiff problems the accuracy of temporal neural networks is much higher 

than that of the non-temporal neural networks， the running time of the former is also shorter. 

Meanwhile， among the four types of non-temporal neural networks， no significant difference is 

observed. Finally， it is found that the neural ordinary differential equations（ODE-Net） can achieve 

extremely high accuracy within very little computational time when applying to stiff ordinary 

differential equations. This study provides insightful guidance for using neural networks to solve stiff 

differential equations in system biology.
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在系统生物学中，由于所研究问题的复杂性和多尺度性，我们经常会遇到许多反应量级相差很大的

过程，从而使得系统中各个物质浓度变化速率差异过大，即所谓“刚性”问题（肖爱国等，1999）. 比如在经

典的带负反馈的基因转录和翻译网络中，蛋白质作为调控因子结合和解离的速率一般会远远大于基因转

录和翻译的速率，从而使得基因时时刻刻处在被有效调控的状态（Thomas et al.，2012）. 与此类似还有酵母

细胞中的糖代谢网络通路（Fonseca et al.，2011），基于实验数据所构建的多尺度模型中，典型反应速率常

数相差四个数量级以上，从而使得酵母细胞“获得了”对各种糖源的不同响应速率 . 此外各种带振荡效应

的生物学系统，如协作结合或非协作结合的双基因开关（Gardner et al.，2000）、生物节律振子（Asgari-

Targhi et al.，2019）、钙离子振荡诱导的细胞分化（Sneyd et al.，2017）等，也都很明显地展示出多个不同时

间尺度的存在 . 显然刚性问题的存在，无论对于复杂系统生物学模型的数值求解，还是基于数据的系统生

物学模型反演或者未知参数的确定都带来了很大的挑战 . 

对于系统生物学研究中最常见一类常微分方程的初值问题，我们采用Shampine和Gear给出的经典定

义（曹学年，2001）. 

定义1 给定如下一般的常微分方程组
dY
dt = AY + C，

其中Y，C ∈ Rn × 1. 系数矩阵A ∈ Rn × n对应的特征值分别为 λ1，λ2，…，λn. 其刚性比定义为：

S = max1 ≤ i ≤ n { ||Re ( )λi }
min1 ≤ j ≤ n { ||Re ( )λj }，

其中分母不取零 . 若 S ≫ 1，则称该常微分方程是刚性的或病态的 . 

袁兆鼎等（1987）、Hairer et al.（1996）和肖爱国等（1999）总结了上述刚性常微分方程的多种数值求解方

法，如向后差分法、指数拟合法、线性多步法、显式和隐式的龙格库塔法、Rosenblock方法等，以及各种

方法的稳定性和收敛性 . 步入21世纪，相关研究主要集中在对单步法和多步法新公式的构造和对算法程序

的设计上（冯伯培，1982；吴新元，1999；曹学年，2001；石滔，2008）. 其中邹积麟等（2001）利用结构力学的思

想推导出更适用于程序化计算的复合结构解法，刘晓岑等（2012）在已有的线性多步法公式的基础上作加

权平均，得出了一系列新的隐式线性多步法公式 . 总体而言，这些算法往往通过减小积分步长来换取解的

精度，但会使计算量大大增加，而且算法的稳定性和收敛性等性质也需要被着重考虑 . 

近年来，随着以深度神经网络和强化学习为代表的机器学习领域的蓬勃发展，相关理论方法也被广

泛应用于刚性方程求解、参数推断、模型反演等方面 . 例如，刚性物理信息神经网络（Stiff-PINN）（Ji et 

al.， 2021）以物理信息神经网络（PINNs）为基础，增加了准稳态假设来减小系统的刚性 . 但准稳态假设技巧

本身并不能完全消除系统（尤其是复杂系统）的刚性，也无法处理含有多个不同快尺度的系统 . Kim et al.

（2021）对化学和系统生物学中的刚性问题进行了讨论，提出了缓解刚性系统中尺度分离挑战的技术 . 并且

通过罗伯逊问题和空气污染问题表明，使用具有修正激活函数的深度网络、适当缩放网络输出以及损失

函数，以及稳定梯度计算是实现刚性问题学习的关键所在 . De Florio et al.（2022）将PINNs与功能连接理论

和极限学习机相结合，形成了所谓的极限功能连接理论，仅使用单层神经网络就能够高效而稳健地求解

包括Belousov-Zhabotinsky反应在内的若干化学动力学基准问题 . Fabiani et al.（2023）提出了一种基于高斯

核和PINNs的随机投影数值方法，用于求解非线性刚性常微分方程和一阶微分代数方程组的初值问题 . 为

了处理刚性和陡峭的梯度，提出了自适应步长方案，并使用连续方法为牛顿迭代提供良好的初始猜测 . 多

尺度深度神经网络（MscaleDNNs）（Liu et al.，2020）利用频域径向缩放的思想，将微分方程解的高频逼近问

题转化为了低频函数的学习问题，在求解刚性泊松-玻尔兹曼方程的例子上得到了比传统的全连接神经网

络更优的结果 . 

系统生物学模型中往往包含大量未知参数，需要基于有限的实验数据进行推断 . Yazdani et al.（2020）

引入了一种新的深度学习方法，即基于物理信息神经网络的系统信息神经网络 . 其具有可靠和鲁棒的参数

推断算法，并能够预测系统中动态的隐藏特征 . 此外，由多步法和深度神经网络混合得到的多步神经网络

（MultiNN）（Raissi et al.，2018）可以从给定数据中识别非线性动力系统 . 但遇到非均匀时间步长的数据时，
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该方法效果依旧有限 . 针对从观察数据中发现控制物理和生物系统的数学方程这一基本挑战，Ahmadi et 

al.（2024）提出了物理信息框架–AI-Aristotle. 它结合了极限功能连接理论领域分解、物理信息神经网络与

符号回归技术，用于系统生物学中的参数估计和缺失物理识别问题 . 

尽管神经网络在求解刚性微分方程方面取得了显著进展，但其具体构建在很大程度上受到所研究问

题的影响 . 大部分的网络往往在处理特定问题时表现出色，而在其他类型刚性问题的处理上则可能效果不

佳 . 这就引发了对通用性的迫切需求 . 在本研究中，我们将通过两类经典刚性常微分方程的求解来系统比

较不同网络架构的性能，深入了解各种网络在不同情境下的表现，揭示它们在处理刚性问题方面的优势

和劣势，从而更好地理解它们的适用范围，并为构建更加通用、灵活的神经网络提供指导 . 我们期望能为

神经网络在系统生物学领域的广泛应用打开新的局面，并为未来的研究提供更灵活而强大的计算工具 . 

1 准备知识

我们用于测试对比的神经网络架构包括四类非时序神经网络–全连接网络，残差网络、改进的残差

网络和深度混合卷积网络，以及三类主流时序神经网络–循环神经网络、长短时记忆网络、注意力机制 . 

具体列举如下：

全连接神经网络（Zhang et al.，2021）（FCNN，又被称为多层感知机 MLP）作为深度神经网络的基础形

式，其结构如图1（a1）所示 . 有普遍逼近理论保证，FCNN的宽度越大其表示能力越强 . 

He et al.（2016）发现，随着网络的加深，训练精度会达到饱和，然后迅速退化，但这种现象并不是由

过拟合引起的 . 于是他们引入了一种深度残差学习框架——残差网络（ResNet），在原本网络的基础上添加

了一个新的跳跃连接，如图1（a2）所示 . 

2019年，南开大学程明明团队对ResNet进行了改进，提出了残差网络的变种Res2Net，用于处理多尺

度问题（Gao et al.，2021）. 不同于其他通过分层来表示多尺度特征的方法，Res2Net内部的单个残差块中就

存在等级制的残差连接（如图1（a3）），从而增加了每层网络的感受野，这让它能更精细地表示多尺度特征 . 

深度混合卷积网络（MixNet）最早是Tan et al.（2019）在图像识别研究中所提出 . 他发现在卷积网络中使

用较大的核（如 5 × 5 或 7 × 7）并不总能提高模型的精度，特别是非常大的核（超过 9 × 9）可能会造成精度

的急剧减小 . 基于此观察，作者提出了在单一卷积层中混合不同大小卷积核的想法，如图1（a4）所示 . 

循环神经网络的研究始于二十世纪80-90年代，并在21世纪初发展为深度学习算法的关键组成部分之

一（Schmidhuber，2015）. 循环神经网络因其在学习序列的非线性特征方面的优势（邱锡鹏，2020）在自然语言

处理等领域得到广泛应用 . 该模型能够记忆历史序列信息并将其应用到当前输出的计算中 . 其核心结构是

循环单元，这些单元通过链式连接递归地处理序列（如图1（b1））. 

长短时间记忆网络（LSTM）是最早被引入的 RNN 门控算法，其核心单元包含输入门、遗忘门和输出

门三个主要部分 . 与传统RNN通过递归计算来学习系统状态不同，LSTM通过这三个门控实现内部自循环

（Self-Loop）（Goodfellow et al.，2016），从而更新系统动态 . 具体而言，输入门控制当前时间步的输入和上

一时间步的系统状态对内部状态的更新，遗忘门控制上一时间步的内部状态对当前时间步内部状态的更

新，输出门则控制内部状态对系统状态的更新 . 详情可见图1（b2）. 

深度学习领域中，注意力机制主要被用于从海量信息中筛选出对当前任务目标最为重要的内容 . 自注

意力机制的基本思想在于，序列数据中的每个元素（不仅仅是相邻位置的元素）都有机会与序列中的其他

元素建立关联 . 该机制可以通过计算得到的元素间的相对重要性自适应地捕捉元素间的长程依赖关系，从

而实现了对序列数据的全局关联性建模，如图1（b3）所示 . 

针对上述各类神经网络，我们将重点评测如下两个经典刚性问题 . 第 1个例子B-Z反应是由两位前苏

联科学家Belousov和Zhabotinsky所发现的一个著名的化学振荡反应 . 经过几十年的发展，B-Z反应的高度

理想化模型（Field et al.，1974；Tyson et al.，1980；Györgyi et al.，1992）表示为下面无量纲化后的微分方程组

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

ẋ = ( )x + y - cx2 - xy /a，
ẏ = -y - xy + 2hz，
ż = ( )x - z /b，

（1）
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其中 a，b，c和 h为常值参数，其具体取值将影响此常微分方程组刚性的强弱 . 在后续评测中，我们将使

用具有化学背景的参数（Field et al.，1974；Troy et al.，1977） h = 1/2，a = 1/77.27，b = 1/0.161，c = -8.375 ×
10-6，初值条件为 x (0) = 4，y (0) = 1.1，z (0) = 4. 此时方程组的刚性比为 1.934 × 103 ≫ 1. 这个例子最重

要的一个特点是：当系统的刚性比很大时，会出现明显的初始层，即方程的解一开始会在极短的时间尺

度内发生巨大的改变 . 

第 2个测试例子 VdP 方程最初由荷兰物理学家Van der Pol 在 1926年提出，用于描述在真空管放大

器中所观察到的极限环振荡现象（Van der Pol，1926）. VdP方程刻画的是非线性阻尼下的非保守振荡系统，

采用如下二阶微分方程表示：

ẍ - μ (1 - x2 ) ẋ + x = 0， （2）

其中 x 是位置，t 是时间，μ 是一个指示非线性和阻尼强度的标量参数 . μ 的不同取值会影响系统的特性 . 

当 μ = 0 时，此方程退化为普通的简谐振动方程，系统满足能量守恒；当 μ < 0 时，系统表现为阻尼振

动，最终振幅逐渐衰减为 0，系统趋于稳定；当 μ > 0 时，方程呈现自激振动，所有初始条件下都会收敛

到全局唯一的极限环 . 特别地，μ 增大到一定程度时会变为刚性问题 . 当参数设置 x (0) = 2，x'(0) = 0，μ =
80时，方程刚性比为 5.76 × 104 ≫ 1. 这个例子的复杂性主要体现在：当系统刚性比较大时，会呈现出显

著的快慢时间尺度分离 . 

图1　各类神经网络基本结构及B-Z反应和VdP方程

Fig. 1　Structures of various neural networks and illustrations of B-Z reaction and VdP equation
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2 结果和讨论

下面我们将以B-Z反应和VdP方程为例，深入评测不同神经网络架构在刚性方程求解逼近方面的性能

优劣 . 由于网络深度、参数量等都会影响网络的性能，为了保持测评结果的可靠性，应当尽量使得相关参

数设置接近 . 在后续实验部分，我们将在保持相同网络层数的同时，也尽可能使得自由参数个数维持在同

一个数量级 . 

数据集方面，对于 B-Z 反应取样范围为前 10 s，时间步长为 10-4 s，此时数据点的数量为 105，训练数

据集的图像如图 1（c1）所示 . 对于VdP 方程 取样范围为前 300 s，时间步长为 10-3 s，此时数据点的数量为

3 × 105，数据集的图像如图1（c2）. 

2. 1　B-Z 反应上的非时序神经网络

在此训练设置中，按批量大小为 100 划分训练批次，输入数据为时间 t，标签为对应的方程组的解 

x ( t)，y ( t)，z ( t). 我们重复训练 5次，进行了 200个轮次的迭代（epoch），以确保模型能够更充分地学习到数

据的潜在特征和模式 . 损失函数采用了回归模型中常用的均方误差（MSE）损失 . 为引入非线性特性，我们

使用了ReLU作为激活函数，并采用Adam方法进行优化 . 具体更新过程如下：首先对于每个批次，计算

网络输出与标签之间的损失函数值；然后利用反向传播（BP）算法计算损失函数值对网络参数的梯度；最

后利用预先设置的优化方法更新网络参数，记录损失函数变化情况及运行用时，报告实验结果的均值，

见表1. 

在表 1和图 2（a1）所展示的网络架构下，4种深度神经网络的表现显示出了较大的差异性 . 在训练结束

时网络收敛到的损失函数值方面，全连接神经网络FCNN收敛到了最低的∼ 10-3数量级，优于其他 3种含

卷积层的模型 . 

通过观察 4种网络每次运行时损失值的下降过程发现，残差网络ResNet和残差网络的变种Res2Net在

约第 10次迭代时损失值即稳定在 1附近，随着迭代次数不断增加，loss值在 0到 1之间波动，不再下降（不

管学习率增大还是减小，均为该情况）. 混合卷积网络MixNet在前 25个 epoch的误差限较宽，训练后期的损

失函数值变化情况与残差类网络相似，说明参数的随机初始化对混合卷积网络MixNet训练前期的影响较

为明显 . 与之相反，全连接神经网络FCNN前期误差限很窄，后期呈现波动下降的趋势 . 综合来看，在逼近效

果方面，全连接神经网络FCNN最好，其他3种网络的指标相近、但残差网络ResNet比另两种网络略好 . 

从箱线图 2（a2）来看，残差网络的变种Res2Net、混合卷积网络MixNet和全连接网络FCNN的训练时

间分别约为残差网络ResNet的 1.74倍、4.13倍和 0.88倍 . 4种网络所对应的箱体均很窄，说明参数随机初

始化几乎不影响训练时长的稳定性 . 

从图 2（a3）来看，FCNN 相对于残差网络的变种 Res2Net 能学到最初快变化的部分，从这里反应了

FCNN更优的原因 . 

综合来看，对于此例全连接神经网络FCNN的训练耗时最短、同时精度最高 . 其他 3种神经网络精度

相近，混合卷积网络MixNet训练时间最长，实际应用中若非其能达到较高精度，则需要慎重使用 . 

表1 非时序深度网络在B-Z反应和VdP方程上的参数设置和训练结果汇总 1）

Table 1 Summary on parameter settings and training results of non-temporal neural networks 

for the B-Z reaction and VdP equation

项目

非时序网络

参数量/105
学习率/10-3
平均损失

平时时间/s

B-Z反应

ResNet

4.51

1.0

1.24×10-2
1.56×103

Res2Net

4.89

50

1.48×10-2
2.71×103

MixNet

4.65

0.5

1.23×10-2
6.43×103

FCNN

4.53

1.0

8.75×10-4
1.37×103

VdP方程

ResNet

0.96

1.0

6.21×10-2
7.08×103

Res2Net

0.93

0.5

6.31×10-2
1.62×104

MixNet

1.03

0.5

6.96×10-2
1.30×104

FCNN

0.66

0.5

5.67×10-2
5.35×103

     1）激活函数选取ReLU，此外，网络中还包含批量归一化（Batch Normalization）层 . 
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2. 2　VdP方程上的非时序神经网络

训练设置如下：按照批量大小为 300的标准划分训练批次，输入为 t，输出为 x ( t). 每个模型重复训练

5次，每次 1 000个迭代轮次 . 损失函数选择均方误差（MSE）损失，优化器选择 Adam优化器 . 在训练过程

中，对每个批次计算损失，然后进行反向传播计算梯度，并更新网络参数 . 将每次迭代中所有批次（共 800

个）的损失加总并保存，每训练 10个迭代轮次，输出对应的损失 . 在本小节中，我们将继续比较残差网络

（a，b）图对应于B-Z反应的结果，（c，d）图对应于VdP方程的结果 .  （a1~d1）中实线是损失函数值的平均变化曲线，上下的

填充区域代表10次训练结果的误差带 ( μ - std，μ + std)，其中 μ 表示损失值的均值，std表示损失值的标准差

图2　训练损失演化、运行时间箱线图和数值解对比图

Fig. 2 Diagrams for the training loss function, running time and numerical solutions of various neural networks 
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ResNet、残差网络的变种Res2Net、混合卷积MixNet和全连接网络FCNN的性能 . 网络的主要结构设置与

B-Z反应算例相似，模型参数及运行结果如表 1所示 . 

这里最后得到整个训练集上的损失函数收敛到 10-2 量级，且四种非时序网络的收敛情况无明显差异 . 

从图 2（c1）可以看到，除了残差网络ResNet在 训练初期误差限分布较广外，几种网络的损失下降路径都

比较一致 . 

几种模型所需的训练时间有明显差别，全连接网络训练速度最快，残差网络的变种训练速度最慢，

Res2Net、MixNet和FCNN所用时间分别为ResNet的约 2.3倍、1.8倍和 0.8倍 . 观察图 2（c2）运行时间，整

体训练时间的分布较为平均，但混合卷积网络MixNet的箱线图出现了异常点，略有不稳定 . 

2. 3　B-Z反应上的时序神经网络

本节将比较 3种时序神经网络模型：循环神经网络 RNN、长短时记忆网络 LSTM以及含有自注意力

机制 Self-Attention的 LSTM 模型（后文简记为 AttenLSTM 模型）在相似设置下对 B-Z算例数据集的学习效

果 . 

网络设置：循环神经网络RNN的设置包含两个RNN层，而长短时记忆网络LSTM则是一个LSTM层

加上一个全连接层 . 带注意力机制的LSTM模型AttenLSTM中，数据在进入LSTM层后，会通过一个包含

线性变换、激活函数Tanh和Softmax的注意力组件，最后经由全连接层输出 . 

训练设置：与 B-Z 反应上的非时序网络相同，优化器和损失函数分别为 Adam 优化器和均方误差

（MSE）损失，迭代 200次，重复运行 5轮 . 具体的模型参数与训练指标见表 2. 在相同的层数、隐藏层大小

设置下，将循环神经网络RNN中的原始神经元换成LSTM单元后，模型参数量变为原来的约 4倍，以注

意力模块替代第2层LSTM层得到的AttenLSTM模型的参数量则会降为原LSTM模型的40%左右 . 

从表 2可以发现RNN的精度最差，LSTM相比于RNN在训练时间减少的情况下，精度反而更高，而

AttenLSTM相对于LSTM在不明显增加训练时间的情况下，有效提高了精度 . 因此，AttenLSTM能在较短

的训练时间内达到相对较高的精度，在此例子上是推荐使用的 . 

从图 2（b1）损失函数的收敛情况来看，LSTM相较于RNN在最初收敛时较慢，但最终的损失会更低；

而带有LSTM模块和注意力机制模块的AttenLSTM能够收敛的更快且最终的损失更低 . 这说明了LSTM模

块和注意力机制模块对于求解刚性问题相比于普通的RNN有显著的优势 . 

从箱线图 2（b2）来看，LSTM模型对应的箱体窄且中位数线与平均数线接近，说明该模型训练时间在

三者之间最稳定 . AttenLSTM 模型对应的箱体最宽，中位数（红线）靠近下四分位线，但没有出现异常值

点，说明其运行时间的分布范围较大但整体分布较为均匀 . RNN模型对应的箱体出现了一个异常点，该异

常点拉高了整体的均值，说明参数的随机初始化可能会给RNN模型的训练效率造成一定影响 . 从图 2（b3）

来看，即使是最差的RNN也能学到最初快变化的部分，这里也能体现时序网络的优势 . 

总的来说，综合运行时间和回归精度，AttenLSTM相比于LSTM和RNN在B-Z反应求解方面具有明

显的优势 . 

表2　时序深度网络在B-Z反应和VdP方程上的参数设置和训练结果汇总

Table 2 Summary on parameter settings and training results of temporal neural networks 

for the B-Z reaction and VdP equation

项目

非时序网络

参数量/104
学习率/10-5
平均损失

平时时间/s

B-Z反应

RNN

1.29

5.0

3.56×10-5
867.6

LSTM

5.11

2.0

1.39×10-5
856.7

AttenLSTM

2.21

5.0

8.22×10-6
901.8

ODE-Net

0.46

5.0

2.87×10-9
8.78

VdP方程

RNN

1.27

0.5

5.30×10-10
190.4

LSTM

5.05

0.5

5.49×10-10
532.2

AttenLSTM

2.14

0.5

7.12×10-10
288.8

ODE-Net

0.45

0.5

1.09×10-10
-

  -表示由于运行较快导致时间无法准确测出 .  
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2. 4　VdP方程上的时序神经网络

网络设置：RNN和LSTM的设置方法类似，都是以若干层RNN/LSTM层连全连接层 . 注意力机制实

现如下：线性层对输入作线性变换、经过激活函数Tanh后与可学习参数相乘、经过Softmax函数得到注意

力权重 . 

训练设置：优化器和损失函数分别用的 Adam 和 MSE. 以前 20个 x ( t) 作为输入，以当前时刻的 x ( t) 
作为标签 . 重复训练 5次 . 为了避免过拟合，当批次的损失值小于 10-6 后会停止本次训练 . 运行后发现最多

在7个迭代轮次就能跳出，最终将迭代轮次设为10. 其他设置及训练结果见表 2. 

从表 2可以看到，以上模型在约 5次迭代后损失都能降到 10-10数量级，因此能较快达到阈值跳出训

练，计算用时都在 10 min内 . 总体而言，在此例子上，3种时序神经网络的运行时间和精度都比较接近，

都能够达到令人满意的求解效果 . 

2. 5　ODE-Net求解刚性问题

神经常微分方程（Neural-ODE）是在 2018 年的 NIPS 会议上被提出的（Chen et al.， 2018），对于残差块 

zt + 1 = zt + f ( zt，θt )，如果将网络看作是连续的，残差项 zt + 1 - zt 将接近于隐藏层对 t 的导数 . 也即可以用

神经网络对隐层状态的变化进行模拟，之后使用常微分方程求解器（ODE Solver）来积分 . 该方法极大地推

动了神经网络与微分方程相结合的研究，并为时序数据建模提供了新的思路 . 

具体而言，假设某个未知过程的演化遵循如下一般常微分方程组：
dz
dt = f ( z ( t)，t) . （3）

观察到该过程轨迹上的一些带有噪声的数据点 {( z0，t0 )，( z1，t1 )，…，( zM，tM )}，我们希望找到参数化的动力学

函数 f ̂̂ ( z，t；θ )（如系数为 θ的多项式展开）作为真实动力学函数 f ( z，t) 在某种意义下的最佳近似 . 

给定轨迹上任意两个相邻的观测值点 ( z0，t0 )，( z1，t1 )，我们基于参数化的动力学函数对系统从初始值 

( z0，t0 ) 进行由 t0 到 t1 的演化（比如常微分方程求解器），目标是最小化更新状态 ( ẑ1，t1 ) 与观测值 z1 的

差异：

L ( )ẑ1 - z1 = L ( )∫
t0

t1
f ̂ ( )z ( )t ，t；θ dt + z0 - z1 = L ( )ODESolver ( )z0，t0，t1，f ̂ ( )z ( )t ，t；θ + z0 - z1 . （4）

为了优化损失函数 L，需要计算其关于初值 z0和参数 θ 的梯度，具体分析可参考Chen et al.（2018）或示

意蛋白的生长模型等 . ODE-Net展现出其在处理非均匀时间序列数据和刚性问题数据方面的优良性能， 并

具备了较强的抗噪能力 . 在此作为对比，我们将ODE-Net同样使用在刚性问题B-Z反应和VdP方程 . 

从表 2不难看到，对于B-Z反应，ODE-Net在复杂性远低与其他 3种时序网络的情况下，损失函数能

达到 10-9量级，远远优于其他时序或非时序网络，并且运行时间也是最快的 . 对于VdP方程，ODE-Net的

损失函数能达到 10-10量级，并且运行时间几乎不能被检测到 . 这说明ODE-Net在处理刚性问题时能在花费

极少时间下取得极高的精度 . 

3 结 论

刚性问题在系统生物学研究中极其常见，多种可被用于刚性方程（组）求解的神经网络方法被提出，

但目前缺乏这些神经网络之间的细致对比，也没有在应用于刚性问题时普遍适用的选择准则 . 针对上述问

题，本文基于 B-Z 反应和 VdP 方程两个经典算例，系统测试并对比了多种主流非时序和时序神经网络

（ResNet、Res2Net、MixNet、FCNN和RNN、LSTM、AttenLSTM）的求解效果和运行时间 . 

总体而言，在本文测试例子上，无论是训练时间还是在训练数据集上的精度，时序神经网络的表现

都远远优于非时序神经网络，因此它们更适用于刚性问题的求解 . 而对于 4类非时序神经网络：ResNet、

Res2Net、MixNet和FCNN，它们的表现之间并无显著差异 . 

如果是关注于基于数据的刚性方程模型的导出，那么还可以利用神经常微分方程，如ODE-Net进行

求解 . 在本文所测试的两个例子中，ODE-Net都可以达到非常令人满意的计算精度，并且计算所需时间也

远远小于各类非时序或时序神经网络 . 
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总之，本研究中我们对多种主流的神经网络在刚性方程求解性能方面进行了较为全面细致的对比 . 我

们的结果不仅可以为实际应用中神经网络架构的选择提供依据，而且为进一步优化已有神经网络结构，

设计适用于系统生物学中各类刚性问题新的神经网络架构提供启发和参考 . 
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